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� � 摘 � 要: � 近年来, 在小波变换域实现信号的滤波引起了人们的极大重视, 一些滤波方法也相继被提出.利用软
门限来对信号的噪声加以滤除, 是其中的一种重要方法. 由于它操作方便,抑制噪声的效果好, 故一经提出便在信号去

噪中得到了重要应用. 本文给出了一种最佳的软门限去噪方法, 它与原有方法相比较可以给出更好的滤波结果.
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L IU Y ing�x ia1, WANG X in2

( 1�School of B road ca sting and TV Shand ong, Jinan, Shandong 250014, C hina;

2�School of Inform at ion Sc ience and T echnology, Shand ong University, Jinan, Shandong 250100, Ch ina )

Abstract: � In recen t years, filtering in wavelet domain became an mi portan t research field. A lso, some new

methods were developed. Denois ing based on the soft th reshold ing is the famous one of them. Smi ple and effective

make it attractive inm any app licat ions of signal denoising. In th is paper, the optmi al soft threshod ing is presen ted.

Comparedw ith the soft threthold ing, the proposed approach can g ive better resu lts in s ignal denois ing.
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1� 引言

� � 小波变换作为一种新的方法,在信号去噪中得到了重
要应用. M allat等

[ 1]
首先提出了一种最大模重建的方法,它

主要利用信号的小波变换系数的极大模值,来重建原始信

号.从而达到抑制信号中的噪声的目的. Donoho
[ 2]
则提出

了一种软门限去噪的方法. Nowak
[ 3]
提出一种自适应小波

收缩算法,用于消除信号中的长拖尾噪声. P M ou lin
[ 4]
提出

了一种小波系数最大后验估计方法. S tarck等 [ 5]提出了一

种曲线小波变换.

尽管人们提出了许多不同的小波域去噪的方法, 由于

软门限方法简单有效,故受到人们的广泛注意.一些改进

算法也相继被提出
[ 6~ 9]

.

本文利用最小均方误差准则,首先介绍了一般化软门

限去噪的定义,然后推导出了在最小均方误差的条件下对

于不同噪声分布的最佳去噪算法.理论分析和实例表明相

对于软门限方法,本文所给出的算法可以产生更好的去噪

结果.

2� 软门限去噪的定义

� � 为给出一般化软门限去噪的定义,我们首先介绍软门
限算法.令 yI, �I和 w I分别为输入信号、原始信号和噪声分

量的离散小波变换系数, I� Z为整数下标.那么可以用下

式表示其关系

yI = �I + w I ( 1)

在这里,我们假设w I为零均值,方差等于 �2w 的 G auss白噪

声.为了从理论上证明软门限方法是一种最小最大估计,

式 ( 1)需要重新写为式 ( 2)

y I = �I +  uI ( 2)

其中  = �w 2 logN,为门限值; N表示输入信号的长度; uI

为噪声项,满足 |uI | 1.在上述的假设下,由软门限所给出

的小波系数的估计值为

�̂d1 =
sgn(yI ) ( |yI | -  ), � � |yI | >  

0, � � � � � � � � � |yI |  
( 3)

根据上述定义可以看出,当混有噪声的小波系数的幅
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值大于门限值  时,其幅值减少  ;反之变为零.

由于信号的能量集中于少量的小波系数上,具有较高

的幅值;而噪声的能量分布在较多的小波变换系数上,幅

值较小.这样一来,经过上述的软门限方法处理后,幅度较

小的噪声分量的小波系数被置为零,而幅度较大的信号的

小波系数被保留.经过再建后,就得到了去噪后的信号.

需要指出的是为了得到信号的最小最大估计, Donoho

的软门限算法的理论前提是假定 uI满足的条件 |uI | 1,

即假设噪声的幅度是有限的.实际上,在 w I为 Gauss白噪

声时, uI亦是 ! Gauss白噪声.故 |uI |  1条件只在  取较

大值时近似成立.换句话说,软门限只能在最小最大误差

条件的限制下, 给出一个近似的最佳估计.因此为了消除

这一条件限制,并适应 wI 为不同噪声的情况,下面将给出

在最小均方误差条件下的最佳软门限去噪算法.

3� 最佳软门限去噪

� � 为对软门限去噪方法进行改进, 文献 [ 9]给出了它一

般化形式的定义:

�̂I =
sgn( yI ) ( |yI | - a ), |yI | >  

0, |yI |  
( 4)

这里 0 a  1,是一待定参数.显然,当 a= 0或 a= 1

时,由式 ( 4)给出的一般化软门限去噪就分别变成了通常

的硬门限和软门限去噪.下一步,就是要根据最小均方误

差准则确定 a的值,以便得到信号的最佳估计.

利用式 ( 2),我们可以把式 ( 4 )重新写成:

�̂I - �I =
 [ uI - sgn(yI ) a ], |yI | >  

- �I, |yI |  
( 5)

由此得到

E [ (�I - �̂I )
2
]

= E [ �2I | |y I |  ] +  2E [ (uI - sgn(yI ) a )
2
| |yI | >  ]

= E [ �2I, |y I |  ] +  2E [ ( |uI |- a)
2
| sgn (yI ) = sgn( uI ),

|yI |>  ] +  
2
E [ ( |uI |+ a )

2
| sgn(yI ) ∀ sgn(uI ), |yI |>  ]

( 6)

为了求出 a的最佳值,可以令

!E [ (�I - �̂I )
2

]

!a
= 0 ( 7)

可以推出

a= (E [ |uI | | sgn ( yI ) = sgn ( uI ), |yI | >  ] - E [ |uI | | sgn

(yI ) ∀ sgn(uI ), |y I |>  ] ) / (P + + P - ) ( 8)

其中

P + = Pr{ sgn( yI ) = sgn( uI ) , |yI | >  } ( 9)

P - = Pr{ sgn( yI ) ∀ sgn( uI ) , |yI | >  } ( 10)

因此,当概率分布 uI和 �I为已知时,通过式 ( 1), ( 8 ), ( 9),

( 10)及数值计算的方法,就可以求出最佳的值 a.

在实际应用中,为了给出 a的一个近似结果,我们可

以假设

E [ |uI | | sgn(yI ) = sgn(uI ), |y I |>  ] # E [ |uI | ] P + ( 11)

E [ |uI | | sgn(y I ) ∀ sgn(uI ), |yI | >  ] # E [ |uI | ] P - ( 12)

这样,就得到了 a的一个近似表达式

a# E [ |uI | ]
P + - P -

P + + P -

( 13)

下面就讨论在不同的噪声情况下, a的具体取值.

情形 1� 噪声分布 u
I
= ∃ 1及 P r { u

I
= I } = P

r
{ u

I
= - 1}

= 1 /2,即噪声以等概率取 1和 - 1两个值. 此时, E [ |uI | ] =

1.故由式 (10)可以得到

a1 =
P + - P -

P + + P -

(14)

情形 2� 噪声项 u I为区间 [ - 1, 1]上的均匀分布 .此时

E [ |uI | ] = 1 /2. 由式 ( 10)可以得到

a2 =
1

2

P + - P -

P + + P -

(15)

情形 3� 噪声项 u
I
为均值是零, 方差是 1的正态分布.

此时 E [ |u I | ] # 0� 6774. 利用式 ( 10), 我们有

a3 = 0. 6774
P + - P -

P + + P -

(16)

为了对式 ( 11)进一步简化, 我们讨论 P
-
的取值. 实际

上, 由式 ( 2)可以得到 sgn ( yI ) ∀ sgn ( u I ), 且 |yI | >  的必要

条件为 |�I | >  .它表明

P - = Pr{ sgn(y I ) ∀ sgn(uI ) | |yI | >  }  P r{ |�I |>  }

( 17)

考虑到信号边缘处的能量比较集中,故仅仅有极少的

小波系数的幅度超过门限  ,故 Pr{ |�I | >  } = ∀ 1. 从而

根据式 ( 17)可以假定 P - # 0.把该值代入式 ( 14), ( 15 )和

( 16)就得到 a1 = 1, a2 = 1 /2及 a3 = 0. 6774.这一结果表明

软门限方法只是在噪声为二值分布时,可以给出最好的结

果;而对 Gauss白噪声,当式 ( 4)中的 a= 0. 6774时,才会给

出信号的最佳估计.

4� 试验结果

� � 下面举例比较软门限和一般化软门限对图像去噪的
结果.为方便起见,这里采用 H arr小波,且所有的操作仅在

小波变换的第一个尺度上进行.

图 1(a )是 256 % 256的 Lena图像.把该图像叠加方差

为 100、200、300和 400的 Gauss白噪声后,分别利用软门

限和一般化软门限方法进行处理,所得的信噪比改进的结

果示于表 1中.

表 1

噪声方差 100 200 300 400

软门限 0. 1518dB 0. 4244dB 1. 3696dB 2. 0006dB

最佳软门限 0. 5818dB 1. 3211dB 2. 2326dB 2. 9246dB

� � 图 1( b )为原始图像叠加方差为 300的 Gauss白噪声

后的图像.图 1( c )和 (d )为分别应用软门限和最佳化软门

限对图 1b处理后的图像.

由上面的结果可以看出,所提出的方法与原有方法相

比较,给出了更好的去噪结果.
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图 1� ( a )原始的 Lena图像 ( b)叠加方差为 300Gauss白噪声后的 L ena

图像 ( c)采用软门限滤波后的图像 ( d )采用最佳软门限滤波后

的图像

5� 结论

� � 软门限去噪由于简单有效,故在小波域去噪中得到了

广泛的应用.在使用中人们逐渐发现由于软门限给出的门

限过高,从而使小波的收缩量过大,边缘会变得模糊. 一个

简单的改进方法就是减小门限的值,即减少边缘收缩,但

其结果使软门限的去噪能力变弱.本文首先给出了软门限

去噪的一般化的表示方法,然后根据最小均方误差准则推

导出在不同噪声分布的情况下小波系数的最佳收缩量,即

参数 a的值. 最后通过实例验证了所提出的方法的可行

性.
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